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I IntrodutionVoter semble faile pour la plupart des itoyens, pourtant � bien voter�, 'est à dire voter de la façon la plus démoratique possible est laire-ment plus déliat ! Sans reparler des premiers paradoxes énonés par leMarquis de Condoret et Jean-Charles de Borda dans les années 1780,où par exemple un andidat peut être élu alors qu'il est détesté par lagrande majorité de la population, le point lé de la théorie ordinale duhoix soial est sans nul doute le théorème d'impossibilité d'Arrow.En 1951, e dernier démontra que pour plus de trois alternatives, laseule méthode d'agrégation véri�ant à la fois les prinipes d'universa-lité, d'unanimité et d'indépendane fae aux alternatives non pertinentesétait la ditature 1. Enfer et damnation, la ditature serait don la mé-thode d'agrégation la plus démoratique qui soit ! Loin de onlure unetelle atroité et de mettre le point �nal à la démoratie, e théorème estonsidéré omme le point de départ de la théorie du hoix soial. DepuisKenneth Arrow, une multitude de travaux ont été réalisés pour mieuxerner les problèmes inhérents aux proédures de vote et tenter d'y ap-porter des solutions, tout ei dans l'optique de toujours tendre vers plusde démoratie.Pour e deuxième épisode, nous allons tout d'abord proposer une mo-délisation matriielle des préférenes ordinales puis nous reparlerons duproblème général de l'agrégation des préférenes et du théorème d'im-possibilité, en�n nous nous interesserons au théorème de May qui est lepremier théorème de possibilité en théorie du hoix soial et nous verronsdans quelles mesures il aurrait pu être un ontre-exemple au théorèmed'Arrow.II Modélisation des préférenes ordinalesDès lors que l'on se préoupe de � hoix �, il est naturel de herher àmodéliser omment omparer en termes de préférene les objets de la dé-ision. La littérature sur la modélisation des préférenes est relativementvaste. Cei s'explique sûrement par le fait que la néessité de modéliserdes préférenes se fait sentir non seulement en Théorie du Choix Soialmais aussi dans de nombreuses disiplines omme l'Eonomie, la Psyho-logie, la Reherhe Opérationnelle, l'Intelligene Arti�ielle,...Nous présenterons d'abord la modélisation lassique des préférenes1. On pourra trouver une démonstration simpli�ée de e théorème dans l'artilepréédent : La Ditature élairée serait-elle plus démoratique que la Démoratie ?,pour une preuve omplète se référer à Soial hoie and individual values de KennethARROW 3



ordinales puis dans un deuxième temps nous prendrons le parti de onsi-dérer ses préférenes d'un point de vue matriiel.II.1 Relation de surlassement sur l'ensemble des al-ternativesEn théorie du hoix soial, les préférenes ordinales, qu'elles soientindividuelles ou olletives sont représentées par un préordre total surl'ensemble des andidats ou des alternatives possibles.Plus exatement, soit X un ensemble �ni d'alternatives, dé�nir unerelation de surlassement S sur X , 'est lui assoier une relation binaire
S. aSb signi�ant que a surlasse b, 'est-à-dire que a est au moins aussibon que b.Cette relation de surlassement S doit être un préordre total sur X ,'est-à-dire que :� S doit être transitive (xSy et ySz ⇒ xSz) .� S doit être ré�exive (xSx)� S n'est pas forément antisymétrique, en e�et il est possible que

xSy et ySx sans que x = y, en fait dans e as xIy.� Le préordre S doit être total 'est à dire que haque individu estapable de omparer une paire quelonque d'alternatives.Nous noterons alors I la relation d'indi�érene et P la relation depréférene strite assoiées à la relation de surlassement S :� aIb ⇐⇒ aSb et bSa.� aPb ⇐⇒ ¬(bSa).Théorème 1 :Si S est un préordre total, alors :1. P est transitive2. I est une relation d'équivalene3. aPb et bIc ⇒ aPc4. aIb et bP c ⇒ aPcPreuve :Pour démontrer e théorème nous utiliserons le fait que la ontraposéede la transitivité de S s'érive : "cPa ⇒ bPa ou cP b."1. Preuve de la transitivité de PSupposons que aPb et bP c, et montrons que aPc.
aPb ⇒ (aPc ou cP b) or cP b est impossible puisque l'on sait déjàque bP c, don on a bien aPc. �2. Pour montrer que I est une relation d'équivalene, il su�t de véri�erqu'elle est transitive ar I est déjà symétrique et ré�exive.4



Supposons que aIb et bIc, et montrons que aIc.
aIb et bIc ⇒ aSb et bSc et bSa et cSb ⇒ aSc et cSa ⇒ aIc. �3. Supposons que aPb et bIc et montrons que aPc

aPb et bIc ⇒ aPc et bSc et cSb ⇒ (aPc ou cP b) et bSc et cSb.Or cP b est impossible puisque bSc e qui implique que aPc. �4. Le point 4 se démontre exatement omme le point 3.�Il est à noter que la transitivité de P est sûrement la propriété laplus importante de notre relation de surlassement ar elle interdit à Pd'admettre des yles e qui aurait très peu de sens pour une relation desurlassement.II.2 Notation matriielle d'une struture préféren-tielleNous nous proposons maintenant de représenter les relations de sur-lassement à l'aide de matries. Le but n'est pas d'abandonner la notationbinaire S au pro�t de ette nouvelle notation matriielle, mais plut�t depouvoir jongler d'une notation à l'autre a�n, par exemple, de simpli�erertaines preuves, de lari�er ertains points de vue ou tout simplementd'avoir une autre vision de la notion de struture préférentielle.Notons X = (x1, ..., xp) un n-uplet d'alternatives, et dé�nissons O =
(oij) ∈ Mp(R) � la matrie des préférenes ordinales � de la manièresuivante :1. oij = 0 si et seulement si xjIxi2. oij = 1 si et seulement si xjPxi3. oij = −1 si et seulement si xiPxj4. le théorème 1 implique que oij + ojk = oik ave la table d'additionsuivante : + 0 10 0 11 1 1Nous noterons Op(R) l'ensemble des matries des préférenes ordinales.Remarquons que toute matrie O de préférenes ordinales est antisymé-trique ar oij = −oji et oii = 0. Cependant, à l'instar des matries an-tisymétriques réelles, Op(R) n'est pas un espae vetoriel, ar la sommede deux matries de préférenes ordinales n'appartient pas à Op(R).Nous verrons par la suite que e "défaut" de l'ensemble Op(R) nouspousse à dé�nir la fontion Φ suivante :
Φ : Mp(R) −→ Mp(R) qui à toute matrie M = (mij) assoie Φ(M) enposant : 5



� Φ(M)ij = 0 ⇐⇒ mij = 0� Φ(M)ij = 1 ⇐⇒ mij > 0� Φ(M)ij = −1 ⇐⇒ mij < 0Remarquons que bien que les oe�ients de Φ(M) soient tous dans
{−1, 0, 1}, Φ(M) n'appartient pas forément à Op(R).III Le problème de l'agrégation des préfé-renesIII.1 Fontion d'agrégation ArrowienneNotons V = (v1, ..., vn) le n-uplet des votants et X = (x1, ..., xp) lep-uplet des andidats, haque votant vi possède sur X une matrie despréférenes ordinales Oi ∈ Op(R). Nous appellerons pro�l le n-uplet π =
(O1, ..., On) ∈ Op(R)

n des préordres individuels de haun des votants.Voter 'est agréger les préférenes des votants en une préférene ol-letive. Deux proessus sont alors envisageables, premièrement hoisirparmi X la (ou les) meilleure(s) alternatives(s), et deuxièmement lassertoutes les alternatives de X . Nous allons plus partiulièrement nous inté-resser aux proédures de lassement, elles-i étant plus générales que lesproédures de hoix. C'est Kenneth Arrow qui fut le premier à proposerune dé�nition des fontions d'agrégation :Une méthode d'agrégation au sens Arrowien du terme est une fon-tion f : Op(R)
n −→ Op(R) qui à tout pro�l π assoie une matrie depréférenes ordinales agrégée f(π) donnant le lassement global des al-ternatives.III.2 Le théorème d'impossibilité d'ArrowPour répondre aux paradoxes de la théorie du hoix soial soulevésentre autre par Condoret et Borda, Kenneth ARROW tenta en 1951, deproposer une méthode d'agrégation f des préférenes des votants démo-ratiquement aeptable, pour �nalement aboutir à son théorème d'im-possibilité (voir son livre Soial hoie and individual values).L'objetif est de fabriquer une fontion d'agrégation f démoratique-ment aeptable, 'est à dire véri�ant au minimum les quatre prinipesde rationalité suivants :� le prinipe d'Universalité (U)� le prinipe d'Unanimité strite ou de Pareto faible(P)� le prinipe d'indi�érene aux alternatives non pertinentes (I)� le prinipe de non ditature (D)6



Redétaillons plus préisément haun de es quatre prinipes :III.2.1 Le prinipe d'Universalité (U)Une fontion d'agrégation f véri�e le prinipe d'universalité si les vo-tants ne sont en auun as restreints dans le lassement des alternatives.Autrement dit, f véri�e le prinipe d'universalité si tous les préordresindividuels sont autorisés, ainsi le domaine de dé�nition de la fontion fest l'ensemble de tous les pro�ls Op(R)
n.III.2.2 Le prinipe d'Unanimité - ou de Pareto faible (P)Considérons deux andidats a et b. Si tous les votants sont d'aordpour lasser le andidat b devant le andidat a, alors b sera au �nale�etivement lassé devant a après agrégation.Plus préisément en notant Si le préordre assoié au votant vi et S lepréordre agrégé :Une fontion d'agrégation f véri�e le prinipe de Pareto faible lorsque(∀vi ∈ V , aPib) ⇒ aPb.Ave la notation matriielle, en posant Oi = (oixy) la matrie despréférenes ordinales assoiée au votant vi et O = (oxy) la matrie despréférenes ordinales agrégée, on obtient :f véri�e le prinipe de Pareto lorsque (∀vi ∈ V , oiab = 1) ⇒ (oab = 1).III.2.3 Le prinipe d'indi�érene aux alternatives non perti-nentes (I)Ce prinipe permet de ne pas s'inquiéter des alternatives oubliées (arnon pertinentes à priori) : Il ne faut pas que l'ajout ou le retrait d'unealternative hange l'ordre des autres alternatives.Une fontion d'agrégation f véri�e l'indi�érene aux alternatives nonpertinentes si pour tout duo {x, y} de andidats, la préférene olletiverestreinte à e duo ne dépend que des préférenes individuelles sur e duoet non pas des préférenes individuelles par rapport aux autres andidats.Autrement dit : Si l'on note O|x,y la matrie des préférenes ordinalesrestreinte à {x, y} et π|x,y = (O1

|x,y, ..., O
n
|x,y), alors une fontion d'agré-gation ordinale f véri�e le prinipe d'indi�érene aux alternatives nonpertinentes si f(π|x,y) = f(π)|x,y. Par abus de notation nous pouvonsalors érire f(o1xy, ..., o

n
xy) = oxy.
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III.2.4 Le prinipe de non ditature (D)Soit vk un votant, ayant pour matrie de préférenes Ok. f est appeléeune ditature si pour tout pro�l π, et pour tout ouple d'alternatives xet y, okxy = 1 ⇒ f(π)xy = 1. Cela signi�e que le votant-ditateur vk diteà l'ensemble des votants ses préférenes strites.Nous dirons qu'une méthode d'agrégation f véri�e le prinipe de nonditature si f n'est pas une ditature.Maintenant que les quatre prinipes ont été détaillés, nous pouvonsénoner le théorème d'impossibilité d'Arrow :Théorème 2 : impossibilité générale d'Arrow (1951)Pour un nombre �ni de votants et au moins trois alternatives, iln'existe auune fontion d'agrégation (au sens Arrowien du terme)véri�ant les quatre prinipes (U), (P), (I), (D).IV Le théorème de May (1952)En 1952, May propose une aratérisation de la méthode d'agrégationla plus intuitive qui soit : la règle de la majorité simple. C'est le premierthéorème de possibilité, ependant elui-i se restreint au as où il n'y aque deux andidats.IV.1 La règle de la majorité simpleLa règle de la majorité simple est une règle d'agrégation des pré-férenes largement répandue à travers le monde ar très simple et trèsintuitive. Elle stipule qu'un andidat x sera préféré à un andidat y si etseulement si le nombre de votants préférant x à y dépasse le nombre devotants préférant y à x.Plus exatement si l'on note N(xSy) le nombre de votants préférant
x à y, alors la règle de la majorité simple peut se dé�nir de la manièresuivante :Pour tout pro�l π = (O1, ..., On) et pour tout ouple de andidats

(x, y), xSy ⇐⇒ [N(xSiy) ≥ N(ySix)]D'un point de vue des matries de préférenes ordinales, ela s'érit :
oyx = 0 ⇐⇒

n
∑

i=1

oiyx = 0

oyx = 1 ⇐⇒
n

∑

i=1

oiyx > 0 8



oyx = −1 ⇐⇒

n
∑

i=1

oiyx < 0Au �nal f = Φ ◦
∑ où ∑ est la fontion somme et Φ est la fontiondé�nie préédemment.IV.2 Enoné et preuve du théorème de MayThéorème :Dans le adre où l'ensemble des alternatives possibles est réduit àdeux possibilités x et y, une fontion d'agrégation soiale f est larègle de la majorité simple si et seulement si elle véri�e l'universalité(U), l'anonymat (A), la neutralité (N) et la monotonie strite(MS).Avant de démontrer e théorème nous allons d'abord dé�nir à l'aidedes matries de préférenes ordinales, les propriétés (U), (A), (N) et (MS)de manière générale puis les traduire dans le adre qui nous intéresse, 'està dire lorsqu'il n'y a que deux alternatives x et y.Remarquons que puisqu'il n'y a que deux alternatives, les matriesde préférenes ordinales ne peuvent être que de trois formes : (0 −1

1 0

)ou (

0 1
−1 0

) ou (

0 0
0 0

) , et puisque les matries sont antisymétriques,seule la valeur de oyx est à déterminer, onnaissant les valeurs des oiyx.1. L'universalité (U)Une fontion d'agrégation f véri�e le prinipe d'universalité si lesvotants ne sont en auun as restreints dans le lassement des an-didats. Autrement dit, f véri�e le prinipe d'universalité si tous lespréordres individuels sont autorisés, ainsi le domaine de dé�nitionde la fontion f est l'ensemble Op(R)
n.Dans le as de deux andidats x et y, l'universalité nous assure quele n-uplet (o1yx, ..., onyx) peut prendre toutes les valeurs de {−1, 0, 1}n2. L'anonymat (A)La propriété d'anonymat stipule que la méthode d'agrégation nepeut en auun as favoriser un votant. Autrement dit, le résultatdu vote reste inhangé même après permutation des votants.Plus préisément une fontion d'agrégation f est anonyme, si pourtout pro�l π = (O1, ..., On) et pour toute permutation σ ∈ Sn,

f(Oσ1
, ..., Oσn

) = f(π).Remarquons que si l'anonymat est une propriété démoratiquementimportante, il existe des as où elle n'est pas véri�ée : pensonssimplement aux méthodes de vote à poids ou au droit de veto.9



Dans le as de deux andidats x et y, l'anonymat nous assure que si
(o′1yx, ..., o

′n
yx) est une permutation de (o1yx, ..., onyx), alors f(o′1yx, ..., o′nyx) =

f(o1yx, ..., o
n
yx)3. La neutralité (N)La neutralité stipule qu'auun andidat ne peut être favorisé d'au-une manière que e soit par la méthode d'agrégation. Cela signi�eque si haque votant permute deux andidats dans ses préférenesindividuelles, au �nal ette permutation s'applique aussi après agré-gation.Une fontion d'agrégation f est neutre si pour tout pro�l π =

(O1, ...On) ∈ Op(R)
n et si pour toute matrie de permutation σ desandidats, f(σ−1πσ) = σ−1f(π)σ. (où σ−1πσ = (σ−1O1σ, ..., σ

−1Onσ))Dans le as de deux andidats x et y, la neutralité nous assure que
f(−o1yx, ...,−onyx) = −f(o1yx, ..., o

n
yx)4. La monotnonie striteCe prinipe traduit le fait que plus les votants s'aordent à préférer

y par rapport à x et plus il y a de hanes que y soit e�etivementpréféré à x après agrégation.Plus préisément, soient deux pro�ls π et π′ onstruits sur la basedes mêmes votants, posons O = f(π) et O′ = f(π′).Soient deux alternatives x et y, une fontion d'agrégation f véri�ele prinipe de monotonie strite si deux n-uplets (o′1yx, ..., o
′n
yx) et

(o1yx, ..., o
n
yx) sont tels que ∀i 6= k, o′iyx > oiyx et o′kyx > okyx, alors

o′yx > 0 =⇒ oyx = 1Maintenant que les quatre propriétés ont été dé�nies, démontrons lethéorème de May par double impliations.Preuve du Théorème de May :Le sens diret est immédiat : il est aisé de onstater que la fontionsomme véri�e les quatre propriétés (U), (A) (N) et (MS).Réiproquement, supposons que f véri�e les quatre propriétés. Pre-mièrement puisque f est anonyme, la valeur de oyx = f(o1yx, ..., o
n
yx) nedépend que du nombre de 0, 1 et -1 présents et non de leur position. Deplus, N(0) = n−N(1)−N(−1) don le nombre de 0 dépend uniquementdu nombre de 1 et de -1, ela implique que la valeur de oyx = f(o1yx, ..., o

n
yx)ne dépend tout ompte fait que du nombre de 1 et de -1.� Nous allons ommener par supposer que n

∑

i=1

oiyx = 0 ei équivautà N(1) = N(−1). Par anonymat f(−o1yx, ...,−onyx) = f(o1yx, ..., o
n
yx)puisqu'il y a autant de "1" que de "-1" et que l'ordre ne ompte10



pas, mais par neutralité f(−o1yx, ...,−onyx) = −f(o1yx, ..., o
n
yx), on endéduit don que oyx = 0.� Supposons maintenant que n

∑

i=1

oiyx > 0, ei équivaut à N(1) >

N(−1). Posons N(1) = N(−1) +m, où 0 < m ≤ n − N(1). Nousallons montrer par réurene sur m que oyx = 1.Si m = 1, il existe don au moins un okyx = 1, posons alors le n-uplet (o′1yx, ..., o
′n
yx) tel que ∀i 6= k, o′iyx = oiyx et o′kyx = 0 alors que

okyx = 1. Dans e as n
∑

i=1

o′iyx = 0 et o′yx = 0 puis par monotoniestrite oyx = 1.Supposons que pour un rang m �xé oyx = 1, et montrons que eiest toujours vrai au rang m+ 1.Maintenant N(1) = N(−1) + m + 1, il existe don au moins un
okyx = 1, posons alors le n-uplet (o′1yx, ..., o′nyx) tel que ∀i 6= k, o′iyx =
oiyx et o′kyx = 0 alors que okyx = 1. Dans e as, pour le n-uplet
(o′1yx, ..., o

′n
yx), N(1) = N(−1) + m et par hypothèse de réurene,

o′yx = 1, puis par monotonie strite oyx = 1.� Si l'on suppose �nalement que n
∑

i=1

oiyx < 0, alors n
∑

i=1

−oiyx > 0 et
f(−o1yx, ...,−onyx) = 1, puis par neutralité,
oyx = f(o1yx, ..., o

n
yx) = −f(−o1yx, ...,−onyx) = −1.Cei l�t la démonstration du théorème de May.�IV.3 Le théorème de May ave plus de deux andi-datsEnoné tel qu'il est formulé dans le paragraphe préédent, le théorèmede May est faux pour plus de deux andidats pour la raison suivante.Considérons π = (O1, .., On) un pro�l et O = f(π). Dé�nir f 'est dé�niromment aluler O à partir de π, 'est à dire dé�nir omment alulerpour tout ouple (x, y) de andidats, oyx à partir de π tout entier et passeulement à partir des oiyx.Pour pallier e problème il faut rajouter une propriété à f : il fautstipuler que le alul de la valeur de oyx ne dépend uniquement que des

oiyx et non des oizt ave z 6= y ou t 6= xAutrement dit il faut que f(π)|{x,y} = f(π|{x,y}), 'est à dire que fdoit être indépendante fae aux alternatives non pertinentes.Nous obtenons alors le théorème suivant :
11



Théorème de May sans restrition sur les andidats :Une fontion d'agrégation soiale f est la règle de la majo-rité simple si et seulement si elle véri�e l'universalité (U),l'anonymat (A), la neutralité (N), la monotonie strite(MS)et l'indépendane fae aux alternatives non pertinentes (I).IV.4 Une tentative avortée de ontre-exemple au théo-rème d'ArrowLa règle de la majorité simple somme les nmatriesO1, ..., On. Si nousnotons Σ = Φ◦
∑

Oi, haque oe�ient Σxy de Σ appartient à l'ensemble
{−1, 0, 1} et indique l'ordre des préférenes entre les andidats y et x.Non seulement la règle de la majorité simple véri�e les propriétés (U)(A) (N) (MS) et (I), mais elle véri�e aussi (D) ar la règle de la majoritén'est lairement pas une ditature, et elle véri�e aussi (P) ar si tous lesvotants sont d'aord pour lasser y devant x ela signi�e que pour toutvotant vi, oixy = 1 et dans e as après sommation Σxy = 1.Au �nal la règle de la majorité véri�e les propriétés (U) (I) (D) (P)et serait don un ontre-exemple au théorème d'impossibilité d'Arrow !La réponse est "non" ar la règle de la majorité n'est pas une fontiond'agrégation Arrowienne.En e�et, le problème de ette règle réside dans le fait que Op(R)n'est pas un espae vetoriel, e qui implique qu'en sommant e genre dematries pour obtenir Σ, on risque de détériorer voire de omplètementdétruire la struture des préordres individuels de départ.Illustrons e propos par deux exemples, nous verrons que dans le pre-mier exemple la relation binaire agrégée est un yle et viole la propriétéde transitivité des préordres, alors que dans le deuxième exemple 'est larelation d'indi�érene qui n'est plus transitive.� Exemple 1 :Le votant 1 a pour préférenes : xPyPz soit O1 =





0 −1 −1
1 0 −1
1 1 0



Le votant 2 a pour préférenes : yPzPx, soit O2 =





0 1 1
−1 0 −1
−1 1 0



Le votant 3 a pour préférenes : zPxPy, soit O3 =





0 −1 1
1 0 1
−1 −1 0





O1+O2+O3 =





0 −1 1
1 0 −1
−1 1 0



, e qui donne le yle xPyPzPx,don P n'est pas transitive. 12



� Exemple 2 :Si maintenant nous ne onsidérons que les deux premiers votants,
O1 + O2 =





0 0 0
0 0 −2
0 2 0



, e qui donne xIy, xIz mais yPz e quiimplique que I n'est pas transitive.Remarquons que lorsqu'il n'y a que deux andidats es problèmes detransitivité n'ont pas lieu d'être, puisque la transitivité est une propriétéqui doit faire intervenir au moins trois andidats. Conlusion, s'il n'y aque deux andidats, la règle de la majorité simple est bien une fontionArrowienne mais elle ne ontredit toujours pas le théorème d'impossibilitéd'Arrow ar elui-i ne s'applique qu'à partir de trois andidats.V ConlusionAprès la désillusion du théorème d'impossibilité d'Arrow, voii en�nun résultat positif : le théorème de May.Premièrement May aratérise la règle de la majorité simple, e qui ensoit est une belle avanée dans la ompréhension des méthodes de vote ;deuxièmement ette règle véri�e aussi une multitude d'autres propriétésdémoratiques e qui la rend d'autant plus attirante ; troisièmement larègle de la majorité simple est totalement viable démoratiquement lors-qu'il n'y a que deux alternatives, e qui permet par exemple de légitimermathématiquement l'utilisation du référendum omme méthode de votedans notre Démoratie.Cependant la règle de la majorité simple a ses défauts omme nousl'ont déjà montré Condoret et Bordas dans l'étude des paradoxes liés auxéletions. Dans les prohains épisodes nous verrons omment ontournerertains d'entre eux, notamment en s'a�ranhissant du �té � ordinal �de la théorie du hoix soial et en plongeant dans le �té obsur de lathéorie � ardinale � du hoix soial. Théorie dans laquelle le théorèmed'impossibilité d'Arrow, que May a déjà fait fortement vasillé, s'érou-lera omme un hâteau de artes.VI Bibliographie� Arrow K.(1963) Soial hoie and individual values. John Wileyand Sons, In., New York, London, Sydney.� Gaertner W. (2009) A Primer in Soial Choie Theory. OxfordUniversity Press 13



� Marquis de Condoret,(1785) Essai sur l'appliation de l'analyse àla probabilité des déisions rendues à la pluralités des voix, Paris� May,K.O. (1952)A Set of Independant Neessary and Su�ientConditions for Simple Majority Deision. Eonometria vol 20
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